I Méthodes de calcul directes

1) Calculs de primitives

,b] = R admet des primi-
dt = F(b) — F(a).

Théoréme 1. Toute fonction continue f : [a
tives. Si F est une primitive de f, on a fab f(@t)

Exemple 2. Poura > 1, on a f1+°° =dt =

1+a”

Exemple 3. Pour x € R, on a f; 1Jrﬁdt = arctan .

Proposition 4. Soit f € K(X) non nulle (K = R ou C). Ecrivons
f= %, avec N, D € K[X] premiers entre eux et D unitaires. Ecrivons
D =TI, D" sa décomposition en facteurs irréductz'bles Alors f s’écrit

de maniére unique sous la forme f = E+Y 1 | > avec E € K[X],
Ai,j S K[ ] et deg(Ai,j) < deg( 1)

leJ7

Application 5. Pour calculer une intégrale d’une fraction rationnelle
réelle, on la décompose en éléments simples. Il suffit alors de connaitre
les intégrales suivantes, pour a,b,c,d € N, n € N et 2 —4d <0 :

axr+b

1
/7@ “a) dr et /—(3;2 I dz

——dz — ——dx
Jy wrt |, w
1 1

21+ 22

Exemple 6.

[ o= sdo-
0 t(t2+1) 0o X

1
=lIn|z| — §ln(x2 +1)+

2) Intégration par parties

Théoréme 7 (Intégration par parties). Soient u,v : [a,b] — C deux

fonctions de classe C'. Alors :

n+1I

Exemple 8 (Wallis). Si I, = fog sin"(z) dz, alors Inio = 151,

Exemple 9. I'(z+1) = zI'(z) pour z € R*, et T'(n+1) = n! pourn € N.

3) Changement de variables

Théoréme 10 (Changement de variable). Soient U et V' deuz ouverts
de R", et ¢ : U = V un C'-difféomorphisme. Alors, pour toute fonction
borélienne f:V - R, on a :

[ o= [ e

De plus, toute fonction g mesurable et définie sur p(u) est intégrable si,
et seulement si, (gop)|J,| est intégrable sur U, et dans ce cas la formule
précédente reste vraie pour g.

(w)|du ou J,(u) = det(dpy,)

Application 11. Pour f : R? — R™* borélienne, on a :

27
f(:c,y)dxdy:/ f(rcosf,rsinf)rdrdf
R2 0 R+~

e de = /7

Corollaire 13. Soient f : I — R continue par morceauz et ¢ : [a,b] — I
de classe C* dont la dérivée ne s’annule pas. Alors :

b w(b)
/ Flo(t)) @' (1) dt = / L a

Exemple 14. fol VI—a?de =% et fog Insintdt =

Exemple 12. [,

5 In2

4) Théorémes de Fubini
Soient (X, A, 1), (Y,B,v) des espaces mesurés et f: X x Y — R.

Théoréme 15 (Fubini-Tonelli). Si f est (u®v)-mesurable positive, alors
z— [, f(x,y)dv(y) ety — [y f(x,y)du(z) sont mesurable. De plus :

f 5= (o) | ([ s

Exemple 16. Soit D = {z,y > 1}. Alors [, xydaxdy = i,

Théoréme 17 (Fubini). Si f est (u ® v)-intégrable, alors la fonctions
z— [, flz,y)dv(y) ety — [ f(z,y)du(x) sont définies presque partout

et intégrables. De plus :
Jo12= Jo (vt anter = [ ([ seranto) vt

0,z+y <
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IT Méthodes de calcul indirectes

1) Suites et séries de fonctions

Théoréme 18 (Beppo Levi). Soit (X, A, ) un espace mesuré et (fn)n

une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors lim f, est
n—roo

mesurable et fX lim f,dy = lim fX frndp.
n—oo n—oo
Soit (fn)n

Théoréme 19 (Convergence dominée). une suite d’éléments

de LV(X,C,p) et f: X — C telles que :

(i) fu(z) = f(z)p p-p-

(ii) 3g € LY(X, R, 1),Vn € N, | fu(2)] < g(z) p p.p.
Alors f € LY(X,C, ) et le Jx fdp = [y fdpu.

Exemple 20. L’hypothése de domination est cruciale (cf fr, = n]l[o ;])

Application 21. Lorsque l'on peut écrire f comme série de fonctions,
on peut souvent appliquer le théoréme de convergence dominée.

Exemple 22. fl Ledge =3 v = = %2

2) Somme de Riemann

Soient f :
subdivision de [a, b] et £ =

[a,b] — R bornée, 0 = {a = 29 < 1 < ... < x, = b} une
(&)1<i<n € R™ tel que & € (-1, zi].
Définition 23. On appelle somme de Riemann de f la quantité :

n

= (@i —2i-1)f(&)

i=1

S(f,0,€)

Théoréme 24. On suppose [ continue par morceaux. Pour tout € > 0,
il existe a > 0 tel que, pour tout o de pas inférieur a « et tout €, on a :

.’lf)dl'—S(f,0‘7§)

En particulier, on a :

f() 1-1i-t dt =

Exemple 25. lim,, o0 > oy n+k In2

3) Intégrales & parameétres

Soit f: A x I — K, ou A est un intervalle de R.

Théoréme 26. On suppose que :
(i) Pour toutt € I, A — f(\t) est continue sur A.
(i) Pour tout A € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.
(iii) 3g € LY(I,RT),VA € A, |f(\ )] < g(t) p-p.
Alors X [ f(
Théoréme 27. On suppose que :
(i) Pour tout t € I, A — f(\,t) est dérivable sur A.
(i) Pour tout X € A, t — f(\,t) est intégrable sur I.
(iii) 3g € LY(I,RT),VA € A, |f'(\, )| < g(t) p.p.
Alors X+ [, f(A\,t)dt est dérivable sur A de dérivée X — [, f'(A,t)dt.

F(At)dt est continue sur A.

4) Analyse complexe

Soit € un ouvert connexe de C non vide.

Définition 28. Soit v un lacet de C et a € C \ Im(y). L’indice Ind, (a)
de a par rapport a y est U'entier défini par :

1 1
/ dz
2 v Z—a

Théoréme 29 (Cauchy). Soient  un ouvert convexe et zp € ) et
feHEQ\ {z0}), alors pour tout lacet v de Q, on a f,yf =0.

Exemple 30. Si~,(z) =e¢

Ind,(a) =

—(IEQ

pour a >0 et x € R, alors 7, = \/gfyi
Soient €1 est un ouvert convexe,
, alors on a :

Théoréme 31 (Formule de Cauchy).
2z €Q, v un lacet de Q\ {z} ethH(

Ind, (2)

= 2ir §—z

Théoréme 32 (Théoréme des résidus). Soient S C Q fini, f € H(C\ S)
et v un lacet dans €1 ne rencontrant pas S, alors :

/f zf2z7r21nd )Res(f, ¢)

ceS

2
4cos?(4F)

Exemple 33. f(Jroo sin x dr = g
Exemple 34. Soit o €] —1,1[. Alors f0+oo e*Inz g _

r2—1
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III Meéthodes d’approximation numérique

1) Méthodes de quadrature

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour

approcher I(f) = f: f(z)dz. Fixons a = 29 < 21 < -+~
subdivision de [a,b]. On pose h; = z;41 —

< z, = b une

Définition 35. Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < i < n a

approcher I; = fx““l f(z)dx par A;(f) défini par :
(f) =hi > wiif(Gy) Y owi=1
=0 i=0
On note alors E(f) = I(f) — Zzlz_ol A;(f) Perreur de la méthode.

Définition 36. Une méthode de quadrature est d’ordre N si E(f) =0
pour tout f € Ry [X] et s’il existe f € Ry, [X] telle qu’elle soit inexacte.

o (ij € |, g

Application 37. En fizant ((j)ogj<n associé a une subdivision de
[, it1], on peut prendre pour fonction de poids w; = hif[m . +1}€j,

. Ce sont les méthodes par interpolation de Lagrange.

I(f) ~ Z:-:ol hif(zi) ot z; = x; ou Tiy1.

0 by = [Tz 5=

(i) Méthode des rectangles :
M¢éthode d’ordre 0.
1) Méthode des points milieux : I(f) ~ n-1 hif(z) ot z; = ZidTit1
( ) p =0 2
Méthode d’ordre 1 et E(f) < 3| f"|l si f est C2.
(iii) Méthode des trapézes : I(f) ~ S0 hlw
Méthode d’ordre 1 et E(f) < 2 ||f"| si f est C%

z)+£i .
(iv) Méthode de Simpson : I(f) Zn o FRACZES PR )+ ()
Méthode d’ordre 8 et E(f (Hf 4)” ) si f est C4

2) Méthode de Monte-Carlo

Théoréme 38 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi qu’une variable aléatoire réelle X. Alors :

1 n
=3 X S E[X]
n

=1

E[|X]] < +00 <

Application 39 (Monte-Carlo). Soit f : [0,1] — R intégrable par rap-
port d la mesure de Lebesque, et (X, )nens une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées et de loi U ([0, 1]). Alors :

1 n
E;f(X n—>+oo/f (t)dt p.s.

Théoréme 40 (Théoréme central limite). On suppose que les X,, sont
indépendants, identiquement distribués et de carré intégrable. Alors :

£ N(0,1)

n—-+oo

Ry Tt

\f Var(X
Application 41. On suppose que les X,, sont indépendants, identique-
ment distribués et de loi B (p) pour p € [0, 1] inconnu. Le théoréme central

limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour p
en fonction de la moyenne empirique p, = l vey Xi. 1l s’agit de :

q1—
e

ou q est le quantile d’ordre t de N (0,1).

Application 42. Dans la méthode de Monte-Carlo, on obtient un inter-
valle de confiance de probabilité asymptotiqgue 1 — o de longueur propor-
tionnelle a ﬁ

Développements

— Transformée de Fourier d’une gaussienne (30) [ ]
— Calcul d’une intégrale par le théoréme des résidus (34) | ]
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	236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs variables.

